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Параллельность
прямых и

плоскостей.

Параллельность 
прямых, прямой 
и плоскости.�

Взаимное распол
ожение прямых в
 пространстве.�

Параллельность пло
скостей.



Параллельность прямых, прямой и плоскостиПараллельность прямых, прямой и плоскости

Параллельность прямой 
и плоскости
Параллельность прямой 
и плоскости

Параллельные прямые в пр
остранстве
Параллельные прямые в пр
остранстве



                                  

α

a

b

Две прямые называются параллельными,
если они лежат в одной плоскости и не

пересекаются

ОпределениеОпределение

a||b



Лемма
Если одна из двух параллельных прямых
пересекает плоскость, то и другая прямая

пересекает эту плоскость

α

b
a

 allb; a пересекает α
 b пересекает α

Доказательство:
Пример:
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Дано: ABCD – параллелограмм. AB ∩ 
Доказать: CD ∩






A 

B C

D

Доказательство:



Лемма�

Доказательство:

AB ║ CD по определению параллелограмма => CD ∩



A 

C

D

BB



  

                                         

                                  a∩ b = Мα
a

b М

Две прямые называются
пересекающиеся, если они лежат в

одной плоскости и имеют общую точку.

ОпределениеОпределение



Через любую точку
пространства, не лежащую на
данной прямой, проходит
прямая, параллельная
данной, и притом только
одна.

Дано:α,Мєα.

Доказать:

1) Существует b||a, Мєb

2) b –единственная.

Доказательство:

Через М и a проведем
плоскость α (по 1
следствию из аксиомы).
Через М проходит b||a по
аксиоме планиметрии,
причем единственная.

α

b

a

М

Теорема о параллельных прямыхТеорема о параллельных прямых



Прямая и плоскость называются
параллельными, если они не имеют

общих точек.
a

α

a||α

ОпределениеОпределение



Признак параллельности прямой и
плоскости. 

Если прямая, не лежащая в
данной плоскости,

параллельна какой-либо
прямой, лежащей в этой

плоскости, то она
параллельна данной

плоскости.

Дано: a є α, bєα, a|| b.

Док –ть: a|| α.

Док-во: Пусть a∩α, значит,
по лемме b∩α, Что
противоречит условию.

Значит, a|| α.

Утверждение1

Утверждение2

α

a

b

Пример:



Дано: 
ABCD – параллелограмм,  

    M € ABC

Доказать: CD ║ ABM MM

AA

BB CC

DD

Доказательство:



Признак параллельности прямой и плоскости.�

Доказательство:

AB ║CD по определению параллелограмма.

AB € ABM =>     CD ║ ABM

MM

AA

BB CC

DD



 Если плоскость проходит
через данную прямую,
параллельную другой

плоскости, и пересекает
эту плоскость, то линия
пересечения плоскостей

параллельна данной
прямой. 

Дано: a||α  aєβ, β∩α=b

Доказать: b||a

Док-во:

a и b лежат в одной
плоскости β и не
пересекаются:  в
противном случае a
пересекала бы α, а по
условию a||α.

α β

a

b

Утверждение 1

Пример:



Дано:      , ABC ∩     =KT
AB ║ 
Доказать: ⌂KCT ~ ⌂ABC

AA BB

CC

KK TT

 




Доказательство:



Доказательство: Точки К и Т – общие точки АВС иα
КТ – общая прямая этих плоскостей. АВС проходит через АВ и АВС
∩ α = КТ, значит АВ ║КТ, т.к. АВ║α
∟ВАС = ∟ТКС – соответственные при АВ ║КТ и секущей АС
∟АВС = ∟КТС - соответственные при АВ ║КТ и секущей ВС

⌂ KCT ~ ⌂ABC по 1 признаку подобия

 1 утверждение:
BB

CC

KK TT

AA



Если одна из двух
параллельных прямых

параллельна данной
плоскости, то другая
прямая либо также

параллельна данной
плоскости, либо лежит в

этой плоскости

Дано: a|| b, a||α

Док-ть:b||α или bєα 

Док-во: 

Если b∩α, то по лемме
a∩α. 

Значит, b||α или bєα 

a

b

α

Утверждение 2

Пример:



Дано: ABCD – трапеция, BC ║α, D є α
Доказать: AD є α



AA

BB CC

DD

Доказательство:



2 утверждение

Доказательство: BC║AD по определению
трапеции. D € AD;  D €           => AD         



AA

CC

DD

BB

 ∩∩



Взаимное расположение прямых  в пространстве.Взаимное расположение прямых  в пространстве.

ПересекающиесяПересекающиеся

Скрещивающиеся Скрещивающиеся 

ПараллельныеПараллельные



Две прямые называются
скрещивающимися, если они не лежат в

одной плоскости.

                                  a    b

α

a

b

Скрещивающиеся прямыеСкрещивающиеся прямые



Если одна из двух прямых лежит
в некоторой плоскости, а
другая прямая пересекает эту
плоскость в точке, не
лежащей на первой прямой,
то эти прямые
скрещивающиеся.

Дано: aєα, b ∩α= С

Док-ть: a    b

Док-во: Если АВ и СД
лежат в некоторой
плоскости β, то β 
проходит через a и С,
т.е. совпадает с α.  Но
это неверно:

   СДє α. Значит a    b

 
А

В

Д

С

a

α

b

Пример:

Признак скрещивающихся прямыхПризнак скрещивающихся прямых



Дано: SABC
Доказать: AC и SB скрещиваются

SS

AA BB

CC
Доказательство:



Доказательство: АС      в плоскости АВС, а SВ ∩ 
АВС=В, В € АС =>  АС и SВ скрещиваются.   

Признак
скрещивающихся
прямых.

∩∩
AA BB

SS

СС



Взаимное расположение плоскостей.Взаимное расположение плоскостей.

Признак параллельности плоскостей.  

Свойства
параллельных плоскостей
10              20

Признак параллельности плоскостей.  

Свойства
параллельных плоскостей
10              20



Взаимное расположение
плоскостей. 

   Пересекаются             Параллельны

       α∩β =a                                  

                                          α||β

α

β

a
α

β



Если две пересекающиеся прямые одной плоскости
соответственно параллельны двум прямым другой плоскости, то

эти плоскости параллельны.

Признак параллельности двух
плоскостей 

α

β

a

b

b1

a1

м



 Если две параллельные плоскости
пересечены третьей, то линии их

пересечения параллельны.

                                      

                                          Если α||β, γ∩α=a

                                       γ∩β=b,то a||  b

  

                                 
α

β

γ

a

b

Пример

Свойство10Свойство10



Дано: MNKM1N1K1. ⌂MNK = ⌂M1N1K1  

(MN = M1N1). MNK║M1N1K1

Доказать: MM1N1N,  NN1K1K,  MM1K1K –
параллелограммы          :

MM

M1M1

NN

NN11

KK

KK11

Доказательство



Доказательство: 
1) MNK║M1N1K1 – по условию.

2) MNN1 ∩ MNK = M1N1

3) MN ║ M1N1, но MN = M1N1 по условию

4) MNN1М1 – параллелограмм по признаку. 

 1 свойство

MM

M1M1

NN

NN11

KK

KK11



Свойство 20

    Отрезки параллельных прямых, заключенных между
параллельными плоскостями, равны.

                                                                        Если АВ ||СД, α||β,
                

                                                                            то АВ =СД

α

β

γ

А

В

С

Д
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